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Esercizio
Un Btp triennale, di valore nominale Cn = 100 ha la cedola annua del
5%, prezzo di sottoscrizione Ca = 101 e valore di rimborso Cr = 99.
Quale e` il tasso effettivo dell’investimento?
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Esercizio
Un Btp triennale, di valore nominale Cn = 100 ha la cedola annua del
5%, prezzo di sottoscrizione Ca = 101 e valore di rimborso Cr = 99.
Quale e` il tasso effettivo dell’investimento?
Uguagliando a zero il valore attuale netto troviamo la condizione,
indicato con C il valore della cedola
Ca = Ca3|i + Cr(1 + i)
−3
Usando v = (1 + i)−1 otteniamo
Ca = C
v − v4
1− v + Crv
3
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Ricordando il prodotto notevole
a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab + b2)
possiamo semplificare l’espressione del van in
Ca = Cv(1 + v + v
2) + Crv
3
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Ricordando il prodotto notevole
a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab + b2)
possiamo semplificare l’espressione del van in
Ca = Cv(1 + v + v
2) + Crv
3
Quindi la funzione f(v) cui dobbiamo applicare il metodo di Newton
per trovare il tasso di rendimento del BTP e`
f(v) = (C + Cr)v
3 + Cv2 + Cv − Ca
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Ricordando il prodotto notevole
a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab + b2)
possiamo semplificare l’espressione del van in
Ca = Cv(1 + v + v
2) + Crv
3
Quindi la funzione f(v) cui dobbiamo applicare il metodo di Newton
per trovare il tasso di rendimento del BTP e`
f(v) = (C + Cr)v
3 + Cv2 + Cv − Ca
di conseguenza
F (v) = v − f(v)
f ′(v)
= v − (C + Cr)v
3 + Cv2 + Cv − Ca
3(C + Cr)v2 + 2Cv + C
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Nel caso particolare in esame Cr = 99, Ca = 101, C = 5 otteniamo
F (v) = v − 104v
3 + 5v2 + 5v − 101
312v2 + 10v + 5
=
208v3 + 5v2 + 101
312v2 + 10v + 5
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Nel caso particolare in esame Cr = 99, Ca = 101, C = 5 otteniamo
F (v) = v − 104v
3 + 5v2 + 5v − 101
312v2 + 10v + 5
=
208v3 + 5v2 + 101
312v2 + 10v + 5
Va notato che se non avessimo semplificato con il prodotto notevole
avremmo ottenuto la funzione di rea
f(v) = (Cr + C) v
4 − Crv3 − (Ca + C) v + Ca
che si annulla in v = 1 che non ha interesse finanziario e che comunque
conduce alla funzione di Netwon
F (v) = v − (Cr + C) v
4 − Crv3 − (Ca + C) v + Ca
4 (Cr + C) v3 − 3Crv2 − (C + Ca)
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Con i valori del nostro problema
F (v) = v − 104v
4 − 99v3 − 106v + 101
416v3 − 297v2 − 106 =
312v4 − 198v3 − 101
416v3 − 297v2 − 106
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Le iterazioni sono partendo da v0 = 0, 956938 che proviene dal tasso
nominale del 4,5%
v1 = F (v0) = 0, 958547; v2 = F (v1) = 0, 958606;
v3 = F (v2) = 0, 958606
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Le iterazioni sono partendo da v0 = 0, 956938 che proviene dal tasso
nominale del 4,5%
v1 = F (v0) = 0, 958547; v2 = F (v1) = 0, 958606;
v3 = F (v2) = 0, 958606
La stabilizzazione delle cifre decimali ci dice che la ricerca, se ci si
accontenta di sei decimali, puo` arrestarsi. Ritornando a i si trova:
i =
1− v3
v3
= 0, 0431815 = 4, 31815%.
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Figura 1: van semplificato
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Figura 2: van non semplificato
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Figura 3: grafico di insieme
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In[1]:= NSolveA-101 + 5 v + 5 v2 + 104 v3  0E
Out[1]= 88v ® -0.503342 - 0.871629 ä<, 8v ® -0.503342 + 0.871629 ä<, 8v ® 0.958606<<
In[2]:= NSolveA101 - 106 v - 99 v3 + 104 v4  0E
Out[2]= 88v ® -0.503342 - 0.871629 ä<, 8v ® -0.503342 + 0.871629 ä<, 8v ® 0.958606<, 8v ® 1.<<
In[3]:= CancelB
101 - 106 v - 99 v3 + 104 v4
-101 + 5 v + 5 v2 + 104 v3
F
Out[3]= -1 + v
Figura 4: Uso di Mathematica R©
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Estensione a un numero qualsiasi di cedole
Se le cedole sono n il van e`
Ca = Can|i + Cr(1 + i)−n
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Estensione a un numero qualsiasi di cedole
Se le cedole sono n il van e`
Ca = Can|i + Cr(1 + i)−n
o con v = (1 + i)−1
Ca = C
v − vn+1
1− v + Crv
n
La frazione si semplifica per ogni scelta di n
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• n = 4 =⇒ v − v
n+1
1− v = v
4 + v3 + v2 + v
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• n = 4 =⇒ v − v
n+1
1− v = v
4 + v3 + v2 + v
• n = 5 =⇒ v − v
n+1
1− v = v
5 + v4 + v3 + v2 + v
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• n = 4 =⇒ v − v
n+1
1− v = v
4 + v3 + v2 + v
• n = 5 =⇒ v − v
n+1
1− v = v
5 + v4 + v3 + v2 + v
Abbiamo quindi l’equazione del van (semplificato) nel caso del BTP
con n cedole
Ca = Cv + Cv
2 + · · · + Cvn−1 + (C + Cr)vn
13/22 Pi?
22333ML232
Un BTP triennale di valore nominale 100 d rendimento del 4,5% e`
rimborsato a scadenza con 99,15 d. Tasso effettivo:
a) 4,22832% b) 4,60832% c) 4,00832% d) 3,89832%
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Un BTP triennale di valore nominale 100 d rendimento del 4,5% e`
rimborsato a scadenza con 99,15 d. Tasso effettivo:
a) 4,22832% b) 4,60832% c) 4,00832% d) 3,89832%
Uso la relazione
−Ca + Cv + Cv2 + (C + Cr)v3 = 0
con Ca = 100, Cr = 99, 15, C = 4, 5, n = 3 con i = 0, 0400832
trovando il valore v = 0, 961462 che porta al van di 0,608913.
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Un BTP triennale di valore nominale 100 d rendimento del 4,5% e`
rimborsato a scadenza con 99,15 d. Tasso effettivo:
a) 4,22832% b) 4,60832% c) 4,00832% d) 3,89832%
Uso la relazione
−Ca + Cv + Cv2 + (C + Cr)v3 = 0
con Ca = 100, Cr = 99, 15, C = 4, 5, n = 3 con i = 0, 0400832
trovando il valore v = 0, 961462 che porta al van di 0,608913. Allora
passo al valore piu` alto i = 0, 0422832 per cui v = 0, 959432 che porta
al valore di van −0, 0000520034 che va bene
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Grafico del van in funzione di i
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CCT/CCTEu
Si tratta di un titolo a cedola variabile: si ha l’esborso di un capi-
tale iniziale Ca seguito da n cedole, che si solito sono indicizzate al
rendimento dei BOT, e dalla restituzione del capitale Cr contestual-
mente all’ultima cedola. L’esborso iniziale ed il rimborso finale per
svariati motivi possono non essere coincidenti. Sono titoli di credito al
portatore o all’ordine, con rendimento a tasso variabile. Gli interessi
sono corrisposti tramite cedole semestrali posticipate (vi sono stati
casi, in passato, di emissioni con cedola annuale), il cui rendimento
e` pari al rendimento dei BOT semestrali nell’ultima asta che precede
il godimento della cedola, aumentato di uno spread che dal 1996 e`
stato fissato a 15 punti base (0,15%). Il rimborso avviene alla pari in
un’unica soluzione alla scadenza.
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Nel 2010 i CCT sono stati modificati e sostituiti dal CCTEu. Il ti-
tolo e` sempre a tasso variabile ma e` indicizzato al tasso di interesse
interbancario Euribor 6 mesi. La prima emissione di questa tipologia
di titoli era di 5 anni, successivamente di 7. Il ministero del Teso-
ro non esclude la possibilita` di cambiamenti al riguardo, in base alle
preferenze espresse dal mercato.
-Ca C1
C
2 •••••••••••••••••••••••
Cn -1 Cn+Cr
0 1 2 n-1 n
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Nel 2010 i CCT sono stati modificati e sostituiti dal CCTEu. Il ti-
tolo e` sempre a tasso variabile ma e` indicizzato al tasso di interesse
interbancario Euribor 6 mesi. La prima emissione di questa tipologia
di titoli era di 5 anni, successivamente di 7. Il ministero del Teso-
ro non esclude la possibilita` di cambiamenti al riguardo, in base alle
preferenze espresse dal mercato.
-Ca C1
C
2 •••••••••••••••••••••••
Cn -1 Cn+Cr
0 1 2 n-1 n
R(i) = −Ca +
n∑
s=1
Cs(1 + i)
−s + Cr(1 + i)−n
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Nel caso dei CCT non ci sono semplificazioni nel calcolo: occorre risol-
vere la corrispondente equazione algebrica di grado n (= numero delle
cedole) in cui compaiono tutti i termini. Tale equazione in termini di
v = (1 + i)−1 si scrive
Ca = C1v + C2v
2 + · · ·+ Cn−1vn−1 + (Cn + Cr)vn
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Considerazioni teoriche
La ricerca del tir, e`, in generale, un problema mal posto, nel senso che
non e` dato sapere, a priori, se il rea si annulli in corrispondenza di un
tasso finanziariamente significativo.
Il problema piu` semplice
Un investimento C0 e` effettuato al tempo zero, poi seguono n entrate,
C1, . . . , Cn ai tempi , t1 = 1, . . . , tn = n.
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Teorema. Sia assegnato il flusso di cassa C0, C1, . . . , Cn. Supposto
che sia:
(a) C0 < 0, C1, . . . , Cn ≥ 0
(b) C1 + · · ·+ Cn > −C0
allora esiste un solo i?tale che R(i?) = 0.
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Dimostrazione. Poniamo v = (1 + i)−1 . Consideriamo la funzione:
f(v) =
n∑
k=0
Ckv
k. (∗)
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k=0
Ckv
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Per le ipotesi (a) e (b) la funzione introdotta in (∗) ammette una
radice nell’intervallo aperto ]0, 1[:
f(0) = C0 < 0, f(1) =
n∑
k=0
Ck > 0.
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Dimostrazione. Poniamo v = (1 + i)−1 . Consideriamo la funzione:
f(v) =
n∑
k=0
Ckv
k. (∗)
Per le ipotesi (a) e (b) la funzione introdotta in (∗) ammette una
radice nell’intervallo aperto ]0, 1[:
f(0) = C0 < 0, f(1) =
n∑
k=0
Ck > 0.
Resta da far vedere l’unicita` di tale radice. La derivata f ′(v) e`
strettamente positiva:
f ′(v) =
n∑
k=1
k Ck v
k−1
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Criterio di Nostrøm
A Sufficient Condition for a Unique Internal Rate of Return
The Journal of Financial and Quantitative Analysis,
Vol. 7 No. 3 (1972) 1835− 1839
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Teorema. Dato il flusso di cassa a0, a1, . . . , an consideriamo il flusso
cumulato non attualizzato all’istante 0 ≤ t ≤ n
At =
t∑
k=0
ak
Diremo flusso di cassa cumulativo il flusso A0, A1, . . . , An. Allora
il flusso a0, a1, . . . , an ha unico tir se il flusso di cassa cumulativo
cambia segno una sola volta e An 6= 0.
